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概要

本講演では, 吸引的 –吸引的な二重冪型非線形項をもつ Benjamin–Ono 型方程式の進行
波解の安定性について考察する. 進行波解の安定性に関する理論はいくつか構築されてい
るが, 本研究では, Grillakis–Shatah–Strauss(1987) に基づき, 作用汎関数の線形化作用素に
対する強圧性を導くことにより安定性を証明する.

1 導入

1.1 はじめに

非線形分散型方程式は, 電磁波や水面波など, 様々な波動現象を記述する非線形偏微分方
程式であり, 非線形 Schrödinger 方程式や Korteweg–de Vries 方程式などがこれに分類される.
これらの方程式は, 波を空間方向に分散させる構造 (分散性) と, 1点に集中させる構造 (非線
形性) をもち, 特に分散性と非線形性が釣り合うとき, いくら時間が経過しても形状が保たれ
る孤立波解が現れる. 孤立波解に摂動を加えた際に, その解が孤立波解の近くに留まり続ける
とき, 孤立波解は安定であるという (正確な定義は後ほど述べる). 孤立波解の安定性について
は, 1980年代以降盛んに解析が行われており, 近年では, 非線形項を一般化した場合や連立系
など, 様々な設定のもとで研究が行われている.

1.2 問題設定

次の二重冪型非線形項をもつ Benjamin–Ono 型方程式を考える:

∂tu+ ∂x(|u|p−1u+ |u|q−1u) − ∂xD
σ
xu = 0, t ∈ R, x ∈ R. (BO)

ここで, u = u(t, x) は実数値の未知関数とする. また, σ > 0 とし, 作用素 Dσ
x は Fourier 変換

F を用いて Dσ
x := F −1|ξ|σF と定める. この作用素は, Dσ

x = (−∂2
x)σ/2 とも書かれる. なお,

本稿では, 1 < σ < 2 の場合を考える. また, 1 < p < q < ∞ とする.
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本稿では (BO) の初期値問題に関して以下の仮定を課す.
仮定. 1 < σ < 2 とする. このとき, 任意の u0 ∈ Hσ/2(R) に対して, ある時刻 T > 0 が存在し
て, u(0) = u0 なる (BO) の解 u(t) ∈ C([0, T ), Hσ/2(R)) が一意的に存在する. さらに, u(t) は
次の汎関数の値を保存する:

(エネルギー) E(v) = 1
2‖Dσ/2

x v‖2
L2 − 1

p+ 1‖v‖p+1
Lp+1 − 1

q + 1‖v‖q+1
Lq+1 ,

(質量) M(v) = 1
2‖v‖2

L2 .

注意. 3/4 ≤ σ < 2 のとき, p と q がともに奇数であれば, この仮定は実際に成り立つことが知
られている. (Molinet–Tanaka [7] を参照)

1.3 進行波解と基底状態

ここでは, (BO) の進行波解 φ(x− ct) について詳しく述べる. ここで, c > 0 は進行波の速さ
を表す正定数である.
まず, (BO) の進行波解 φ(x− ct) を構成する関数 φ は次の方程式 (定常問題) の非自明解と

して与えられる:
Dσ

xφ+ cφ− |φ|p−1φ− |φ|q−1φ = 0, x ∈ R. (SPc)

この方程式は u(t, x) = φ(x − ct) を (BO) に代入し, 形式的に微分を計算することで得られる.
ここで, Hσ/2(R) 上の汎関数 Sc を

Sc(v) := E(v) + cM(v) = 1
2‖Dσ/2

x v‖2
L2 + c

2‖v‖2
L2 − 1

p+ 1‖v‖p+1
Lp+1 − 1

q + 1‖v‖q+1
Lq+1

と定める. この汎関数は定常問題 (SPc) に対応する作用汎関数とよばれる. このとき,
Sc ∈ C2(Hσ/2(R),R) であり, v, w ∈ Hσ/2(R) に対して,

S′
c(v) = Dσ

xv + cv − |v|p−1v − |v|q−1v,

S′
c(v)w = Dσ

xw + cw − p|v|p−1w − q|v|q−1w

となる. ただし, 汎関数に対する微分は Fréchet 微分である (以下も同様). 特に, v ∈ Hσ/2(R)
に対して, v が (SPc) の解であることと, S′

c(v) = 0 が成り立つことは同値である.
本研究では, 定常問題 (SPc) の特殊解の 1 つである基底状態によって構成された進行波解

の安定性を考察する. まず, 基底状態の定義を述べる.
定義. 定常問題 (SPc) の非自明解 φc ∈ Hσ/2(R) が,

Sc(φc) = inf{Sc(v) : v ∈ Hσ/2(R) \ {0}, S′
c(v) = 0}

を満たすとき, φc を (SPc) の基底状態という.
基底状態の存在性については, 本研究とは別に考察すべき問題である. 本稿で考える定常

問題 (SPc) については, 0 < σ < 2 のとき, 任意の c > 0 に対して, Hσ+1(R) に属する正値偶



関数の基底状態の存在性がわかっている. さらに, (SPc) の基底状態 φc は, (SPc) に対応する
Nehari 汎関数

Kc(v) := 〈S′
c(v), v〉 = ‖Dσ/2

x v‖2
L2 + c‖v‖2

L2 − ‖v‖p+1
Lp+1 − ‖v‖q+1

Lq+1 , v ∈ Hσ/2(R)

を用いて, 次のように変分的に特徴付けられる:

Sc(φc) = inf{Sc(v) : v ∈ Hσ/2(R) \ {0}, Kc(v) = 0}.

定常問題 (SPc) の基底状態に関する詳細は, [6] を参照されたい.

1.4 進行波解の安定性

ここでは, (BO) の進行波解の安定性の定義を述べる. まず, r > 0 と v ∈ Hσ/2(R) に対して,

Ur(v) :=
{
u ∈ Hσ/2(R) : inf

y∈R
‖v − u(· − y)‖Hσ/2 < r

}
とおく. ただし, ‖v‖2

Hσ/2 = ‖Dσ/2
x v‖2

L2 + ‖v‖2
L2 とする. この集合は, (BO) の解が平行移動に関

して不変であることを加味した v の近傍である.
定義. 以下の性質が成り立つとき, (BO) の進行波解 φ(x − ct) は安定 (軌道安定) であると
いう:

任意の ε > 0 に対して, ある δ > 0 が存在して, u0 ∈ Uδ(φ) ならば, u(0) = u0 を満たす
(BO) の解 u(t) が時間大域的に存在し, 任意の時刻 t ≥ 0 に対して, u(t) ∈ Uε(φ) が成り
立つ.

また, 進行波解 φ(x − ct) が不安定であるとは, 進行波解 φ(x − ct) が上の意味で安定でないこ
とをいう.

1.5 先行研究

まず, 単純冪型非線形項をもつ Benjamin–Ono 型方程式

∂tu+ ∂x(|u|p−1u) − ∂xD
σ
xu = 0, t ∈ R, x ∈ R (sBO)

の進行波解 ψc(x − ct) について述べる1）. ここで, 1 < σ < 2, 1 < p < ∞ とし, c > 0 に対して
ψc は次の定常問題の一意的な正値偶関数の基底状態とする2）:

Dσ
xψ + cψ − |ψ|p−1ψ = 0, x ∈ R.

このとき, 進行波解 ψc(x− ct) は, p < 2σ + 1 ならば安定であり, p > 2σ + 1 ならば不安定であ
ることが, Bona–Souganidis–Strauss [1] の抽象論により得られる. なお, p の条件に現れる指数
2σ + 1 は Benjamin–Ono 型方程式に対する L2-臨界指数である.

1） (sBO) についても必要に応じて初期値問題の Hσ/2(R) 上での局所適切性を仮定する.
2） 基底状態の一意性は Frank–Lenzmann [2] による.



次に, (BO) と同様の二重冪型非線形項をもつ非線形 Schrödinger 方程式

i∂tu+ ∆u+ |u|p−1u+ |u|q−1u = 0, t ∈ R, x ∈ RN

の定在波解 eiωtφω(x) の安定性に関する先行研究を述べる3）. 1 < p < 1 + 4/N とすると,
ω > 0 が十分小さければ, 定在波解 eiωtφω(x) は安定であることが, N = 1 の場合は Ohta [8],
N ≥ 3 の場合は Fukuizumi [3] によってそれぞれ得られている. なお, 指数 1 + 4/N は非線形
Schrödinger 方程式に対する L2-臨界指数である.

2 主定理とその十分条件

この節では, 本研究で得られた結果とその十分条件について述べる.
定理 1 (K. [5]). 1 < σ < 2, 1 < p < q < ∞, p < 2σ + 1 とする. また, 各 c > 0 に対して, φc は
定常問題 (SPc) の正値偶関数の基底状態とする. このとき, ある c∗ ∈ (0,∞) が存在して, 任意
の c ∈ (0, c∗) に対して, (BO) の進行波解 φc(x− ct) は安定である.
定理 1 は, Grillakis–Shatah–Strauss [4] の議論に従って証明される. 次の命題は, 定理 1 の

十分条件である.
命題 2. 1 < σ < 2, 1 < p < q < ∞, p < 2σ + 1 とする. また, 各 c > 0 に対して, φc は定常
問題 (SPc) の正値偶関数の基底状態とする. このとき, ある c∗ ∈ (0,∞) が存在して, 任意の
c ∈ (0, c∗) に対して, 以下の性質を満たす定数 C0 > 0 と ε0 > 0 が存在する:

M(u) = M(φc) なるすべての u ∈ Uε0(φc) に対して,

E(u) − E(φc) ≥ C0‖u− φc(· − y)‖2
Hσ/2

が成り立つ.
定理 1 は, 命題 2 を用いて背理法によって示される. その際に, (BO) の解の連続性および,

エネルギー E と質量 M の保存則が必要となる. 詳しい証明は, [4, Theorem 3.5] を参照され
たい.
次に命題 2 の十分条件を述べる.

命題 3. 1 < σ < 2, 1 < p < q < ∞, p < 2σ + 1 とする. また, 各 c > 0 に対して, φc は定常
問題 (SPc) の正値偶関数の基底状態とする. このとき, ある c∗ ∈ (0,∞) が存在して, 任意の
c ∈ (0, c∗) に対して, 以下の性質を満たす定数 C1 > 0 が存在する:

(v, φc)L2 = (v, ∂xφc)L2 = 0 なるすべての v ∈ Hσ/2(R) に対して,

〈S′′
c (v)(φc)v, v〉 ≥ C1‖v‖2

Hσ/2

が成り立つ.
命題 3 を用いた命題 2 の証明は [5] を参照されたい.
以上の議論から, 主定理の証明は命題 3 を示すことに帰着される.

3） 関数 φω は σ = 2 としたときの (SPc) に対する正値偶関数の基底状態とする. また, c は ω に置き換えている.



3 命題 3の証明の概略

まず, 定常問題 (SPc) の解 φ に対して,

φ(x) = c1/(p−1)φ̃(c1/σx) (3.1)

なるスケーリングを施すと, 関数 φ̃ は次の定常問題の解となる:

Dσ
x φ̃+ φ̃− |φ̃|p−1φ̃− cα|φ̃|q−1φ̃ = 0, x ∈ R.

ここで, α := (q − p)/(p − 1) > 0 とおいた. このとき, 形式的に c → +0 とすれば, 次の単純冪
型非線形項をもつ定常問題が現れる:

Dσ
xψ + ψ − |ψ|p−1ψ = 0, x ∈ R. (sSP1)

定常問題 (sSP1) については, 一意的な正値偶関数の基底状態の存在性が知られている
(Frank–Lenzmann [2]). また, (SPc) の正値偶関数の基底状態は, 次の意味で (sSP1) の基底状
態に収束することがわかる.
補題 4. 1 < σ < 2, 1 < p < q < ∞ とする. また, 各 c > 0 に対して, φc は定常問題 (SPc) の正
値偶関数の基底状態とし, φ̃c は φc に (3.1) のスケーリングを施して得られる関数とする. さ
らに, ψ1 は定常問題 (sSP1) の一意的な正値偶関数の基底状態とする. このとき, c → +0 とす
ると φ̃c は Hσ/2(R) 上で ψ1 に強収束する.
また, 定常問題 (sSP1) の基底状態に関する性質はよく調べられており, その性質を用いる

ことで, 次の補題を示すことができる:
補題 5. 1 < σ < 2, 1 < p < 2σ + 1 とする. また, ψ1 は定常問題 (sSP1) の正値偶関数の基底状
態とする. このとき, 次の性質を満たす定数 C2 > 0 が存在する:

(v, ψ1)L2 = (v, ∂xψ1)L2 = 0 なるすべての v ∈ Hσ/2(R) に対して,

〈(S0
1)′′(ψ1)v, v〉 ≥ C2‖v‖2

Hσ/2

が成り立つ.
ここで, S0

1 は 定常問題 (sSP1) に対応する作用汎関数であり, 以下のように定められる:

S0
1(v) := 1

2‖Dσ
xv‖2

L2 + 1
2‖v‖2

L2 − 1
p+ 1‖v‖p+1

Lp+1 .

命題 3 は, 補題 4 で得られる (SPc) の基底状態の収束性と補題 5 で得られる性質から, 近
似の議論を行うことで証明される. 詳しい証明は [5] を参照されたい.
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